Equazioni e sistemi
di grado superiore al secondo

® 1 A Sintesi visuale

Equazioni binomie

Equazione binomia (in x)

Equazione riconducibile alla forma:

ax"+b=0,cona,be R-{0}eneN-{0}

Puo essere portata nella forma: x"=-

P dispari MR

sola soluzione reale:

n/ b \r/F
X = —,— =y
a a

ESEMPIO

>x=vV32=>x=-2

L’'equazione ammette sempre una

2x°+64=0=>x"=-32=>

Equazioni trinomie

Equazione trinomia (in x)

o |

* Se —g < 0 I'equazione & impossibile
* Se b > 0 allorax=+ ,n/—ﬁ

a a
ESEMPI

* x*"+16 =0 = x*=-16 = Impossibile
1

V3

. 3x5—1=0:x5=%:x=i

Equazione riconducibile alla forma:

ax’"+bx"+c=0,cona,b,ceR-{0}eneN-{0}
Ponendo x" = t pu0 essere portata nella forma: at> + bt + c =0
Si distinguono tre casi, a seconda del discriminante A di questa

equazione.

o |

In questo caso
I’equazione originaria
non ha soluzioni.
ESEMPIO
x6-x34+1=0
Poniamo:

x3=t

t?-t+1=0
A=-3<0

L'equazione
€ impossibile.

Otteniamo lI'equazione:

L'equazione in t ha due

Le soluzioni dell’equazione
originaria sono le eventuali
soluzioni dell’equazione
binomia: x" = t,.

ESEMPIO

25x1°_20x°+4 =0
Poniamo:

x° =t

Otteniamo I'equazione:
2582 -20t+4=0
(5t-2)*=0

t—A:xs—lzx—15/£
-5 -5 V5

soluzioni coincidenti: t, = t,.

|

L’equazione in t ha due soluzioni
distinte ¢, e t..

Le soluzioni dell’equazione originaria
sono le eventuali soluzioni delle due
equazioni binomie: x" =t e x" =t,.
ESEMPIO

6x8- x'-1=0

Poniamo: x =t

Otteniamo l'equazione:

6t2-t-1=0 )
p_1xV25 /73
12 T\ L
2

1 1

4 _ L 4_ =
=>X' = 3VX >

La prima equazione & impossibile, la
seconda fornisce le soluzioni: x = +—

V2




Lezione

Completa le seguenti tabelle in cui ti guidiamo a risolvere alcune equazioni binomie.

il Passi del procedimento Risolvere I'equazione: Risolvere I'equazione:
8x3+27=0 x3+2=0
Poni l’equazione ax” + b =0
b
nella forma x" = — =
Essendo n dispari, I'equazione ha
L b
un’unica soluzione x = {/ — 75
(2 Passi del procedimento Risolvere I'equazione: Risolvere I'equazione:
16x*+1=0 16x*-1=0
Poni I’equazione ax” + b =0 1 1
b 16x* +1=0=x*=—— 16x* —1=0=x*=—
nella forma x" = — — e
i: b 1 b 1

Essendo n pari ——=—-—_...0= ——=—_.0=

b , . a .. a .
e se —— < Oallora l’equazione , . . , .

a = l'equazionece ... = l'equazione ammette due

risulta impossibile; soluzioni opposte:

b

° se—— > 0 l'’equazione ha due X=+1 1 = ii
Y L
soluzioni opposte x = + - P’y

Completa le seguenti tabelle in cui ti guidiamo a risolvere alcune equazioni trinomie.

B [ passi del procedimento Risolvere I'equazione x6 — 26x3 — 27 = 0.
Poni t = x°. L’equazione diventa: (> — .. f — .. =0
Risolvi I’equazione di secondo grado cosi t2— t—..=0=>(+1{t-..)=0=
ottenuta nell’incognita t. —t=—1Vi= .
Rimpiazza x* a t e risolvi le due equazioni Ottieni x* = -1V’ = .
binomie cosi ottenute. e 3= _1=x— _
e X¥X= = x=..
Concludi. L’insieme delle soluzioni dell’equazione data ¢
S={—.., .}
4 Passi del procedimento Risolvere I'equazione x* — 2x> — 8 = 0.
Poni t = x°. L’equazione diventa: (> — .. f — .. =0
Risolvi I’equazione di secondo grado cosi 2 t—.=0=(t+2)(t-.)=0=
ottenuta nell’incognita t. S t=_-2Vi=_.
Rimpiazza x* a t e risolvi le due equazioni Ottieni x* = -2V x? = .
binomie cosi ottenute. o x> = -2 =lequazionee ...
e XX =__.=>x==4. =+..
Concludi. L’insieme delle soluzioni dell’equazione data €
S={—., ..}




Lezione

Risolvi in R le seguenti equazioni binomie.

BB -2=0 [+V2]
BA x+4=0 [Impossibile]
Els¥-1=0 B]
Kl B+1=0 [-1]
B 3-4=0 [£V/2]
P -2/2=0 [V2]
EA x°-6=0 [+V/6]
Kl «x°+6=0 [Impossibile]
Kl x-4=0 [+v/2]
0 x»+32=0 [—2]

1 C Esercizi da svolgere

Risolvi in R le seguenti equazioni trinomie.

K] x*—3x2+2=0 [+1, £v/2]
B x*—6x2+8=0 [£2, £v/2]
Al 2x*—-3x24+1=0 il,ig
P x*—x2-12=0 [£2]
PE] x°+x3-6=0 [-V/3, V2]
Pl 28 -10x*+9=0 [+£1, V3]
a3 x°-10x34+9=0 [1,V/9]
P x'°—20x°+100=0 [v/10]
Fxd x*—2x2-1=0 [£V1+ V2]

Bl 16t —-1=0 [i%]
i x=v2-V3 [Impossibile]
El x¥3-27=0 [3]
i 4x*—-1=0 ig
B3 x+1=0 [Impossibile]
A 32x5+1=0 {_%
A 9x6—-1=0 + ‘?

K] 64x®+32=0 [Impossibile]
B 3x*—2x2-5=0 —”151
PXd x12 +5x64+1=0 [Impossibile]
Efl x° - 4v3x* +9=0 [V3, V3]
Bl x*-x2-6=0 [+V/3]
EFl x° +13x* +40=0 [—V/5, =2
EEY x* - 13x2+36=0 [+2, +3]
EX x*+2x24+1=0 [Impossibile]
E3 16x*+63x*2-4=0 {il]
EY x24+x6-2=0 [+1]
B« +6xt-7=0 [+1]

Risolvi in R le seguenti equazioni, dopo averle scomposte mediante opportuni raccoglimenti.

Ed X +x3=0 [0]
Ef] x3—x2-2x=0 [-1,0, 2]
v +x-2x2-2=0 V2]
il x*+x—x—-1=0 [+1]
] 3x3+2x2-6x—4=0 {i\/i,—%]
FE) x°—9x3 —x2+9=0 [+£3,1]

I (22— 1)* = 4x2 [-1£V2, 1£V2]

2
3 3x*+2x3 —9x2 —6x=0 { \/_,—3]
[Ty 4x3 —4x2—x+1=0 {i-z,l]
E¥A x* —3x3+3x2—x=0 [0, 1]
A x3—x2-x+1=0 [+1]



Disequazione di secondo grado

Una disequazione razionale intera nell’incognita x si dice di secondo grado

quando e riconducibile a una delle seguenti forme normali:

ax?+bx+c>0,ax>*+bx+c =0,
ax’+bx+c<0,ax*+bx+c<0cona=0.

Disequazioni di secondo grado incuia >0

Interpretazione grafica

Soluzioni delle disequazioni

Discriminante

Parabola
corrispondente

ax?+bx+c>0

ax’+bx+c=0

ax*+bx+c<0

ax?+bx+c<0

A>0 .y X <XVX>X,  IXSX VX 2ZX, X, <X<X, X, SX<X,
+X o) Xz/
_ \ X
v
A=0 vy vxeR-{x,} |VvxeR Nessun valore |x=x,
\ di x
+ %
— O] x=x, X
A<O .y vxeR vxeR Nessun valore |Nessun valore
di x di x
+ v
_ 0 X

. ATTENZIONE

Se a < 0, puoi ricondurti al caso in cui a > 0 cambiando i segni e il verso della disequazione.
Alternativamente, puoi continuare a «leggere» le soluzioni delle disequazioni di secondo
grado sui grafici delle parabole corrispondenti: il metodo di lettura & del tutto analogo, ma
gli insiemi delle soluzioni che si deducono dai grafici sono diversi perché le parabole hanno
la concavita rivolta verso il basso.

Disequazioni di grado superiore al secondo

La disequazione ha
una delle forme:

A(x) >0, A(x) >0,
AX) <0, Ax) <0
dove A(x) € un
polinomio di grado
superiore al secondo.

_’

Si scompone il polinomio in fattori
di primo o secondo grado o di grado
superiore di cui si sa studiare il segno.

+

Si studia il segno di ciascun fattore.

Si deduce, in base alla regola
dei segni, il segno di A(x)
in ciascun intervallo che si
€ venuto a determinare.

I

v

Si costruisce la tabella riassuntiva, in
cui si riporta il segno di ciascun fattore.

Si deduce, dalla tabella,
I'insieme delle soluzioni
della disequazione.




Lezione 2 Disequazioni‘

Procedimento per risolvere una disequazione frazionaria

ESEMPIO
Risolviamo la disequazione % > X.
L . . . o1 1-x2
1. Scriviamo la disequazione in forma normale: 7—x >0=> >0
. . . . (1-x)(1+x)
2. Scomponiamo il numeratore in fattori: B E— >0
3. Studiamo il segno dei fattori: 1° fattore: 1-x>0=>x>-1=>x<1
2° fattore: 1+x>0=>x>-1
3° fattore: x>0=>x>0
4. Costruiamo la tabella dei segni, riportando -1 0 1
il segno di ciascun fattore e deducendo in segnodi (1 —x) + 0+ — X
ciascun intervallo il segno del quoziente gl s B PR
in base alla regola dei segni. segno di (1 +x)
segno di x - -
C1-x
segno di =—= + 0 - 4 0o -
x | o
I I ; I
5. La disequazione data & soddisfatta quando Simbolo di non esistenza:
(1 —X) (1 +X) Id0\f/e |I_ denoTﬁlnt?t_ore Si ann_ultla
la frazione — & positiva o nulla, a frazione algebrica non esiste
cioé perx<-1v0<x<1.
Schema riassuntivo di una disequazione frazionaria
Disequazione si portano tutti i termini al primo membro, si riducono tutte le frazioni
non in forma | allo stesso denominatore e si sommano, in modo da avere una sola
normale frazione al primo membro e 0 al secondo membro
v
disequazione in .| si scompongono i polinomi A(x) e B(x) in fattori di cui si sa
forma normale "| studiare il segno (solitamente di primo o secondo grado)
A(x
. A 50
B(x) v
. A(X) >0 si studia il segno di ciascun fattore
B(x)
. A(x) <0 g
B(x) ~ si costruisce una tabella riassuntiva dove si riporta il segno di ciascun
A(x) fattore e si deduce, in base alla regola dei segni, il segno del quoziente
. B(x) <0 in ciascun intervallo che si & venuto a determinare

v

si deduce dalla tabella I'insieme delle soluzioni della disequazione




’zione 2 Disequazioni

Procedimento per risolvere un sistema di disequazioni

ESEMPIO
Risolviamo il sistema:
xX-32 4,
X
1 _ .50
4
Risolviamo la prima disequazione del sistema: ¢
x—32i > x—3—iZO =>
X X
2 _ _
= X -3x-4 >0
X

Segno del numeratore:

x> -3x-4>0 = (x-4)x+1)>0 =
> X<-1lvx>4
Segno del denominatore:

x>0
La tabella dei segni e:

-1 0 4

[ [ -
+ 0 = - 0o + x
- = 0 + +

i

-0 + ? - 0 +

La disequazione & verificata quando la frazione
€ positiva o nulla, cioé per:
-1<x<0vx=>4

METODO

1. Si risolvono le singole
disequazioni del sistema.

2. Aiutandosi con uno
schema grafico, si
individua l'intersezione
degli insiemi delle
soluzioni delle singole
disequazioni.

Risolviamo la seconda disequazione del sistema: ¢——

L xso0 s Loxcl
4 2 2

Rappresentiamo in un unico schema l'insieme S,
delle soluzioni della prima disequazione e l'insieme S,
delle soluzioni della seconda.

'
'
'
'
'
.
'
—
'
'
.
'
'
'
'
'
'
'
.
'
'
.
'
'
'
'
"
>
F N

N -intervallo
intersezione

L'insieme S delle soluzioni del sistema é:

—l<x<O<
2

3. Si scrive l'insieme delle
soluzioni del sistema, che
e l'intersezione individuata
al punto precedente.




Lezione

i

B Esercizi guidati

BB Completa la seguente tabella sulla base dell’esempio svolto.

Disequazione Grafico della parabola Soluzioni della disequazione
corrispondente
4 A 4
L] y l
2
x*—=2x>0 X2 x x<0Vx>2
(0] x-;
Y
1-x>>0 o g | O
|
Y
x>-2<0 o oo A OO

A Completa la seguente tabella in cui ti guidiamo a risolvere una disequazione di grado superiore al
secondo.

Passi del procedimento Risolvere la disequazione x> — 4x? — 5x < 0.

Scomponi il primo membro in fattori

di primo o secondo grado. A(#* —4x = 5) <0 = x(x —$)(x +..) <0

Studia il segno di ciascun fattore, 1° fattore: x>0 = x>0
andando a cercare quando ¢ positivo. | 2°fattore: x-5>0 = x>35
3° fattore: x+..>0 = x> —..

Costruisci la tabella dei segni

- 0 5
riassuntiva del segno dei tre fattori. . t P
segnodix — - 0 + +
segnodi(x —5) - - — 0
segnodi(x+...) - 0 + + +
|
segnodix(x—5)(x+..) - 0 + 0o - 0 +
! | |
Concludi. La disequazione ¢ soddisfatta quando il polinomio
x3 — 4x? — 5x & negativo o nullo. Dalla tabella si vede che cio
accadeper:x < —..vO<x< ..




’zione 2 Disequazioni

EEN Completa la seguente tabella, seguendo i passi indicati nella prima colonna e ’esempio svolto nel-
la seconda colonna.

Passi del Risolviamo la disequazione: Disequazione da risolvere:
procedimento x—2 - 1 2 1 1
x+1 - 3 x x>-x" x—1
Riscrivi la x—2 1 2 1 1
disequazione x+1+?202> Y 2 —x x-150=
in forma normale 3x—6+x+1 4x—5 2(enn)—1—x X— ...
e scomponi i > —>0 = —> = <0 = — <0
polinomi 3x+1) £ (x+1) x(x—1) x(x—1)
a numeratore € possibile moltiplicare i due membri per 3
e denominatore. poiché si tratta di un fattore positivo
Studia il segno di o S 1° fattore: x — ... >0 = x> ..
ciascun fattore. 1° fattore: 4x — 5 > 0=x > T 29 fattore: x > 0
2° fattore: x +1>0=x> -1 3° fattore: x —1 >0 = x> .
Costruisci la : 5 0 1 ....
tabella i 1 - segnodi(x—...) oo | o QX
dei segni. seene dIA (4x=3) — S segno dix -0 + + +
segno di (x+ 1) - (i) + + segno di (x—1) ~ ~ 0 + N
segno della frazione + Eif - (I) + segno della frazione - ? ' %{ 0
Nella tabella si € usato uno zero come
simbolo per indicare I'annullarsi di un
fattore o della frazione e il simbolo A per
indicare i valori di x in corrispondenza
dei quali la frazione non ¢ definita.
Concludi. La disequazione ¢ soddisfatta quando | La disequazione ¢ soddisfatta quando
la frazione € positiva o nulla. la frazione ¢ ... (o T
Dalla tabella si deduce che cio accade Dalla tabella si deduce che cio accade
S
perx < —1vx>-. perx < ..V... X

4

W Completa la seguente tabella in cui ti guidiamo a risolvere una disequazione frazionaria.

x+1 3
Passi del di t Risol la di ione —— < —.
assi del procedimento sl a2 - - 5 <3
Riscrivi la disequazione in x+1 3 ] (- ) — 3( )
forma normale e scomponi | 2y 72 8 <0~ 8xx+2) 0=
i polinomi a numeratore e )
denominatore. —3x7+ x4 c0o Bx+..)x—..) “0=
8x(x+2) 8x(x+2)
Bx+..)(x—..)
0
8x(x+2) ”
4
Studia il segno di ciascun Numeratore:  (3x+..)(x—..)>0=x< — 3 VA
fattore. Denominatore: 8x(x+2)>0= ...
Costruisci la tabella dei 4
Segni. =3 = .
numeratore .. 0 o ... X
denominatore 0 .0
I I
segno
della ﬁ’azi%ne 2I1 (l) EI1 (l)
Concludi. La disequazione ¢ soddisfatta quando la funzione e .................
Dalla tabella si deduce che cio accade per ...




Lezione 2 Disequazic_

Bl Completa la seguente tabella in cui ti guidiamo a risolvere una disequazione frazionaria.

Passi del procedimento

Risolvere la disequazione:

Riconduci la disequazione

1 1 3 2
x+1 x2—-1 - x-1
1 1 2

PR — D) (x—1) + r_1 <0 Scomponendo i denominatori e portando

A(X) tutti i termini al primo membro
alla forma <0

B(x) x—1—-1+42(... ) .

<0 Eseguendo la somma algebrica
x+1)(x—-1)
(X n 1)(X — 1) Svolgendo i calcoli

Studia il segno di ciascun 1° fattore: ... >0 = x> ...
fattore, andando a cercare | 2° fattore: x+1>0 = x> ..

quando e positivo. 3° fattore: x—1>0 = x> ...
Costruisci la tabella 0
riassuntiva seomo - 6 N P
dei segni dei tre fattori. Enoat-.....
segnodi(x+1) ... 0 + +
segnodi(x —1) - - 0
I
segno di = - 0o .. ,EII +
I

) (x=1) | |

Concludi.

La disequazione data e soddisfatta quando la frazione

x+1)(x-1)

negativa o nulla. Dalla tabella si vede che cio accade per:

A Completa la seguente tabella in cui vieni guidato a risolvere un sistema di disequazioni.

Passi del procedimento

Risolvere il sistema:

x2-1>0
X +x—-6<0

Risolvi le singole disequazioni
del sistema.

La prima disequazione del sistema ¢ soddisfatta negli intervalli
......................... alle soluzioni dell’equazione x> — 1 = 0, cioé per i

valori di x tali che:

La seconda disequazione del sistema ¢ soddisfatta nell’intervallo
interno alle soluzioni dell’equazione x> 4+ x — 6 = 0, cioe per:

............... < X< —» Sy
Rappresenta gli insiemi 1
delle soluzioni delle disequazioni -
risolte al passo precedente
(S1 e S,) e deduci qual ¢ la loro o omy
intersezione (5). Sy < completa tu
S -<— completa tu

Concludi.
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Bl Completa la seguente tabella.

2 C Esercizi da svolgere

Disequazione -4>0 2x—-3<0 —-2x+1>0
Grafico della A A A
parabola e 4 4
corrispondente
(0] P . O X O X

Soluzioni della
disequazione

Risolvi le seguenti disequazioni di secondo grado.

Bl 2 -3x—4>0 [x<—1vx>4] Al x> +5x<0
EN 2+5x>0 D<x<5] FAx®*-4>0

N 2-9<0 [-3 <x<3] PEY x2-4<0

B -2+5x—-4<0 [x<1vx>4] m<x+%>220
A 2-x+1<0 [Impossibile] B 224 7% 410 > 0
BA 2-2x+3>0 [Vx € R] B 24 — 6x <0
Kl 222—-x-1>0 {xg——;Vle] B 22— 4x45>0

1
[ 9 | —7x2+3x—120

B—-V7<x<3+V7]

Pl —x2—-4x+5>0

3
2 B — —_
K] 9x2 —6x+1>0 [VXER—{%}] B x +5x=1<0
243>0
il 2-1<0 [-1 <x<1] Ef x2+3>
12 2% 1 Bl »2-2x+4<0
2x—-x—-1<0 |:——<X<1:|
2 EFl x*-2x<0
2
Eb x+4) > <-7vaz-1 g oeie_7<0
2
B 6x—3x2<0 [x<O0vx>2] EZ] % 2x+1>0
iH5-x>0 —V5<x<5
[ 1] Ed ox*-1<0
[ 2x-1°<0 [:_
g [‘Exz—lx—l>o
2 3x-5)*>-10 [Vx € R] 472"
2
I x2-3x>0 x<Ovy>3 EA2¢+12x+18<0
x=17s X = XX ——2>
i x-1)°<0 =1 E] 2 ;) ; 0

Pl 2x2—-x-1<0

El x2+x+1>0

[x<OVx >3]
[x < -2vx>2]

[-2 < x < 2]
[Vx € R]

[x<-5vx>-2]
[0 <x < 3]
[Vx € R]

[-5 <x<1]

1
[ 2<x< 2]

[Vx € R]
[Impossibile]
[0 <x<2]
[-7 <x<1]
[Vx € R— {1}]

—l<x< !
3f <




Lezione 2 Disequazioni‘

Risolvi le seguenti disequazioni di grado superiore al secondo.

1 x¥—x>0 x=0vx>1]
5 2+x2-2x>0 [2<x<0vx>1]
IF1 x3—4x<0 x<-2v0<x<2]
EE]x3—£x2+3x—£>0 Lo vcivxs2
3 3 3
mx3—%x2—x+%<0 {x< 1v—<x<1}
3 x-1)72x+1) - (x-2)x+1)<x+1 [x<-1v1<x<2]
73 8- x3)(x*—81)*>0 [x<-3V2<x<3]

Risolvi le seguenti disequazioni frazionarie.

1 2 X
Bl -——>5 k>-1  El5=—2>0 [-1<x<0vx>1]
3 X x2 -4
-3V 4 _ _
48 Y—4°  4_x [x < x> 4] 61 Es >0 [S<x<-2vx>2]
4 —x 2
49 P e rsx 20 O=x<lvisx<sS )):2-1__)9(20 [x<-3Vv-1<x<0Vx>3]
x“—2x+1 2%2 _x 1 1
50 X2+ 1 <0 [x=1] m%ﬁo [—? <0\/1<X<6}
x+1 x+2 x+3
_ _ 1 1
51 2x—4 2x+22x2—x—2 { 1<X<2] m;>4x X<—VO<X<—}
2x
—_—<
B x2+2x—9_0 (65 12§4—x [x<2vx=3]
[x<-1-v10<0<x<V10-1] X
53 Ay [2<x<2Vx>5] Ml L -2 Jocx<luzax<s
x2 _ 4 x x—-2 3 -2 -
54 X2_4>O [-2<x<0Vx>2] 1 1 . 3 X< 1\/X>§
X 2 3x+3 7 2x+2 -3
2_4
@)‘3—X<0 [0<x<3Vx>4] mi_ 1o 1
-X 2 x+1~2x-2
2 _ _ _
Bax 3ixxs<0 [—1<x<3vx>S5] [x<-1vO0<x<1lvx>3]
2_3x+5 =2 1+ ! < 1 {x<0v1<x<£}
B]%>o x<-2Vx>2] X T 3x_3 ;2 =3
x+1 12 3
mm<0 [*1<X<0\/X>2] m x2 — x X2+X>X2—1
2 4+3x—5 - 3 |
59| XSI_; <0 x<OVx> 8] { 1<x<0v4<x<1_
64x — x3 1
< < - < >
Ml — =, —7<0 {x BVO<x<lvxz8
3 )? 3 2\* 3
“)>(3-= - - < <
m<1+x+3> <1+x>_<3 X) (1 X+3) [-3<x<-1V0<x<4]
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Il piano cartesiano

| Piano cartesiano [

Piano cartesiano e retta
& 7 A Sintesi visuale

Distanza tra due punti

La distanza tra due punti A(x,,y,) € B(x;,y;) e:

E = \/(XB_X,q)Z + (y,s_y,a,)2

A
y
assey—
plo . P )
2 i \
' x ey sono le
y ! coordinate
gt ' del punto P
ordinata '
1
[e] P, \ X
T — \
X asse x
ascissa

Punto medio di un segmento

Il punto medio di un segmento di
estremi A(x,,y.) € B(Xgz,¥s)
ha coordinate:
(XA+XB Yat ys)
2 72
ESEMPIO

Il punto medio del segmento di
estremi A(-2, 2) e B(3, 4)
ha coordinate:

v

In particolare:
* AB=|X;-X,|seyz=V,
* AB=|ys-V,lse xz=x,
ESEMPIO
La distanza tra i punti A(-3, -1) e B(2, 2) é:
AB=\/(2-(-3))*+ (2-(-1))%=
= \/52+32=134

Baricentro di un triangolo

Il baricentro di un triangolo di vertici A(x,, y,),
B(xg, y;) € C(x., y.) ha coordinate:

(XA+XB+XCI yA+yB+yC)
3 3

(—2+3 2+4>_(i 3)
2 2 “\2'

La retta nel piano cartesiano

Equazione in forma implicita

ax+by+c=0

ESEMPIO
Il baricentro del triangolo di vertici A(1, 2),
B(-1, -1) e C(3, -2) ha coordinate:

(1-1+3 2-1-2>=<1 _1>
3 '3 "3

w

cona#0o0b#0

Equazione in forma esplicita

y=mx+g

e m ¢ il coefficiente angolare
(o pendenza) ed ¢ legato
all'ampiezza dell’angolo che la

retta forma con l'asse x;

e g ¢ I'ordinata all’origine ed &
I'ordinata del punto d’intersezione
della retta con l'asse y.

w

ESEMPIO
$ | 4x -2y +2=0
3 i ! 1 ; ]
‘ /_y =2x+1 forma implicita
2 i 32
/ -2y =-4x-2
_ 1# ¢ 1 J}
/ y=2x+1
S are) i f— g
1 2 X ici
forma esplicita
=11+
24
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Condizioni di parallelismo e di perpendicolarita tra due rette

ESEMPIO
sono parallele Sono parallele:
q se e solo se My =3x-1 y =3x+2
m=m’
Due rette di equazioni stesso coefficiente angolare
=mx+
y_ ’ q, ESEMPIO
y=mx+q . .
- - Sono perpendicolari:
sono perpendicolari y=4x-1 y=-0,25x+5
q se e solo se > | |
m-m' =-1

antireciproci: 4 - (—0,25) = —1

A=

Condizioni per determinare I'equazione di una retta

Retta per P(x,, yo) di pendenza m
L'equazione della retta passante per

P(x,, y,) e di coefficiente angolare m é:

y—yD:m(X—xo)

Retta per due puntiAe B

e L'equazione della retta passante per i
punti A(Xa, ya) € B(Xs, ¥B), CON Xa# X5, €:

Y—=VYa= mAB(X_XA)
oppure
Yy—Ys= mAB(X_XB)

dove il coefficiente angolare mys €
dato da:
yB - y,q

My =~—%—
AB T X=X,

e L'equazione della retta passante per i
due punti A(x4, Va) € B(xg, yg), con

w

ESEMPIO
La retta passante per P(1, -2) e parallela alla

retta di equazione y = 3x ha coefficiente
angolare m = 3 quindi I'equazione della
retta é:

y-(-2)=3(x-1) = y=3x-5

Ye m Xp

Xa=Xg, € X=Xy,

w

ESEMPIO

I due punti A(2, 6) e B(-2, 4) hanno ascissa
diversa. Il coefficiente angolare della retta
passante per A e per B €:

L'equazione della retta AB si puo scrivere,
per esempio, come equazione della retta

passante per A e di coefficiente angolare %;

1 1
y-6= 2(x-2) > Y= 2x+5

Distanza di un punto da una

Distanza tra P(x,, ¥,) € una retta r

La distanza tra una retta r di equazione
ax + by + ¢ = 0 e un punto P(x,, y,) €:

retta

g |ax0+ by, +c|

Va? + b?

h 4

ESEMPIO

La distanza tra la retta r di equazione
3x -4y +1=0e il punto P(2, 1) &:

B |3-2—4-1+1| 3

Vit (ay




Lezione

Completa le seguenti tabelle in cui ti guidiamo a risolvere alcuni esercizi nel piano cartesiano.

L1
Passi del procedimento Determinare la distanza tra le seguenti coppie di punti:
A(1,3)eB(1,-2) C(8,2)eD(-1,2) E(-2,1)eF(-1,5)
Determina la distanza tra La distanza tra i La distanza tra i La distanza traipuntiEe F é:
due punti con la formula: | punti A e B, punti Ce D, — 2 2
AF— \/ 2 2 | avendo la stessa avendo la stessa F= \/ (XF —xg)" + (VF —yE)" =
=V (p=x2)"+(8=¥a)" | ascissa, : ordinata, e: = (P4 (1) =
Se i punti hanno la stessa AB=|yg—ya| = CD=xo—xcl= | '—S5—3
ascissa (ordinata) basta V=)a bmae =P+ @)=
calcolare |yg — yal = — ] = =l — ] =
(Ix — xal)-
e Passi del procedimento Determinare il punto medio e la misura del segmento avente i
seguenti estremi:
A(2,—1)eB(0,5) C(—-2,1)eD(2, 3)
Determina le coordinate del M= 242 ..
punto medio: N 2 2 )7
XAt Xp YAtV =My
M ( 2 2 ) (s )
Determina la misura del 2 2 2 2
segmento utilizzandola |7 — VT T T )= |CD= /()" +(3-1)" =
formula della distanza tra _ —2./
dvepunti. | VoV

IEE¥ Completa la seguente tabella.

. . . . 1 3
Studio del grafico della funzione lineare y = 2% 4 7
Individua il coefficiente angolare. m= ...
Individua il termine noto. q=
La retta forma con I’asse x un angolo Dal momento chemeé . , possiamo prevedere che
acuto od ottuso? la retta formi con l’asse x un angolo ...
Determina le coordinate di alcuni
punti della retta. 23 -2 |1 |0 1 2
L Xt 3 1 3
y=- 3 5 | 5 |

Traccia un grafico compatibile con le
informazioni precedenti. 4

4

3

2

1

SRR P i
2
=3

Quali sono le coordinate del punto Per individuare ’ascissa del punto d’intersezione della
d’intersezione della retta con l'asse x? | retta con l'asse x devi porre y = .... nell’equazione della

retta; quindi il punto cercato ha coordinate ...........cccc.....
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Completa le seguenti tabelle in cui ti guidiamo a determinare I'equazione di una retta con

condizioni assegnate.

assi del procedimento crivere I'equazione della crivere I'equazione della
¥ [passi del procedi Scrivere I'equazione dell Scrivere I'equazione dell
retta passante per P(1,2) e retta passante per P(—1,-3) e
parallela alla retta perpendicolare alla retta
rx—y—1=0. s:2y — x = 14.
Individua il coefficiente L’equazione esplicita dir e: L’equazione esplicita di s é:
angolare m della retta Y = Y=
richiesta. Blcorda che due Quindi il coefficiente angolare | Quindi il suo coefficiente
rette solr;ol. ) della retta richiesta é: angolare &: my = ...
* para ed§ {:)Im =m m=m = ... Il coefficiente angolare m della
¢ perpendicolari retta richiesta @ allora:
_ 1
<~ m= m' m = — m, = .
Scrivi I’equazione della retta
passante per P e di Vo= (X — ) = Y=o = (X — ) =
coefficiente angolare m: =Y = =Y = s
Yy —yp=m(Xx—Xxp)
assi del procedimento crivere I'equazione della retta passante per i seguenti punti:
EH [ passi del procedi Scrivere I'equazione dell p per i seguenti punti
A(1,0)eB(2, 1) C(2,1)eD(4,5)
Determina il coefficiente
angolare myp della retta AB 1 ~1
utilizzando la formula: My = = . Mcp = = .
yB — yA ..... e e
mMap =
XB — XA
Scrivi l'equazione della retta o _ _ _
passante per A (0 B) di Y= e = (x— .. ) = Y = e = (x— ... ) =
coefficiente angolare m1,p. TV T TV T

W Completa la seguente tabella seguendo i passi indicati.

Passi del

procedimento y=-2xe2x—-4y+1=0

Stabilire se le seguenti coppie di rette sono parallele o perpendicolari:

y=3xeb6x+2y—1=0

Determina il
coefficiente angolare m
della prima retta.

La retta di equazione y = —2x ha
coefficiente angolare m =

La retta di equazione y = 3x ha
coefficiente angolare m =

Determina il
coefficiente angolare
m'’ della seconda retta.

La retta di equazione 2x —4y+1=0
ha forma esplicita y =
qu1nd1 il suo coefficiente angolare e:

La retta di equazione 6x+2y —1=0
ha forma esplicita y = ..............
qu1nd1 il suo coefficiente angolare e

m=m"?

m-m=-1?

A Completa la seguente tabella in cui ti guidiamo a determinare la distanza tra un punto e una retta.

Passi del procedimento Determinare la distanza del punto P(3, 4) dalla retta di equazione
3x -4y +5=0.
Datalarettaax +by+c=0e | Sapendoche:a=3 b=.. c= .. X0 = . yo =4
il punto P(xo, yo), applicala | ottieni:
formula: [ T S E R | 2 2
d_|axo+byo+c| d= 5 — = = =—
T Vit ()" )™ e + Vo
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Dati i punti A e B, determina il punto medio Determina la distanza tra le seguenti coppie

di AB e la misura del segmento AB. _ di punti.
BN AC-3,4)  B44) (34)7] Eas0 B0 3]
B AL-2) B3 (15)is] EWAR - b4 7]
- ; KX A2, -2) B3, -2 [1]
EX A(-2,1) BG1) (3:1):5 &2 B
2 By BG8) [5]
3 A(-1,3) B(3,4) {(1 7);@_ 0 40,3) B(_1,4) V3]
B A(-1,-3) B(-2,1) K_%,—Q;m Kl A(-3,0) B(O,—-2) Vi3]
EF1 Calcola il baricentro del triangolo di vertici A(2, 1), B(—1, 0) e C(—2, 3). K— %, %ﬂ
EE] Calcola il baricentro del triangolo di vertici A(0, 0), B(—4, —2) e C(=5, 1). K—3, — %ﬂ

EZ3 Calcola il perimetro e I’area del rettangolo di vertici:

1 3 1 1 5 1 5 3 . ) B
A<_E'E)’B<_E’_7>'C<?'_7>'D<?'?>' [Perimetro = 10; Area = 6]

K Calcola il perimetro e 'area del trapezio ABCD, di vertici A(—1,0), B(4,0), C(0, 3), D(—1, 3).
[Perimetro = 14; Area = 9]

Determina le coordinate del punto A, simmetrico di B rispetto al punto M.

m B(_ll - 3) M(71 _4) [A(lsl *5” m B(O/ O) M(3/ _2) [A(6/ *4)}
2 3 17 4 17 iE2 B(1, -3 M(0, 1 A(-1,5
W a2 -5) u(-gog) (o)) ey MO e

Risolvi i seguenti problemi.

EX] Determina un punto del piano avente ascissa doppia dell’ordinata e che sia equidistante dai punti

A(0, 1) eB(3, - 1). K% %>

FAll Determina un punto del piano appartenente all’asse x che sia equidistante da P(2, —2) e dal punto
medio M del segmento di estremi A(0, 1) e B(—4, 3). [(0, 0)]

FZ1 Un punto del piano ha ordinata uguale al triplo dell’ascissa aumentato di 1. Scrivi le coordinate del
punto utilizzando un parametro reale e determina per quali condizioni del parametro il punto ap-
partiene al quarto quadrante. [(k, 3k + 1); il punto non appartiene mai al quarto quadrante]

Traccia il grafico delle seguenti rette dopo averne determinato le eventuali intersezioni con
gli assi cartesiani.

BEl y=-—2x-3 {(0, -3), <—% 0)} B3 2+x=0 (=2, 0)]
B 3¢y 110 o1, (-L,0 B y+x-9=0 [0, 9), (9, 0)]
P e )
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Scrivi 'equazione della retta passante per P e parallela a r.

X1 P(-2,0) ry=-3x [y = —3x — 6]
E1 p(-2,-1) r:d4x—2y—-1=0 [y =2x+ 3]
1 5]
mP<3,7> ry=x+2 {VXE_
Scrivi 'equazione della retta passante per P e perpendicolare a r. ﬁ
EA P(0,3) ry=-2x {y%x+3
EX] r(1,-2) rx+3y—-1=0 [y =3x - 5]
1 1]
E]P(?,()) I’.X+}/=10 |:yX?_
Scrivi 'equazione della retta passante per i punti A e B.
EA A(-1,-1) B(3,4) {y = %X + H
B A(-4, 3) B(2, 5) {y _ %X N 13_3}

Stabilisci la posizione reciproca tra le seguenti rette; se due rette sono incidenti, stabilisci se
sono perpendicolari.

Ed y=10 x=1 [Perpendicolari]
E 2x+y=5 y=1 [Incidenti; no]
I x+2y=3 y= —%x [Parallele]
il 3x—-2y-5=0 2x+3y—-5=0 [Incidenti; si]
IA 3x—4y—-1=0 6x—8y+2=0 [Parallele]
FEl 2x+3y=2 6x—4y—-6=0 [Coincidenti]

Ricordando che I'asse di un segmento é la retta passante per il punto medio del segmento e
perpendicolare al segmento stesso, determina I’equazione dell’asse del segmento AB.

E71 A(0,-2) B(1,1) x+3y+1=0]
3 A(-3,0) B(5, 6) [4x + 3y — 13 = 0]
m A(_ll _2) B(3r _2) [X - ”
Risolvi i seguenti problemi.
1
I¥d Determina la distanza dall’origine degli assi dalla retta di equazione 3x — 4y +1 = 0. {?
Ef] Determina la distanza dall’origine degli assi della retta che passa per i punti A(0, 3) e B(3, 0). _
33
2 -
ET] Determina la distanza del punto P(3, 6) dalla retta di equazione 7x — 4y + 3 = 0. [0]
. . . 41V5 ]
1] Calcola la distanza del punto A(7, 8) dalla retta di equazione 4x + 2y — 3 = 0. 10
3l Traccia la retta parallela a quella di equazione 2y + %x = 3, passante per il punto A(—S5, 4), e calco-
la la distanza fra le due rette. (517 ]
17
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Parabola

Parabola
A Sintesi visuale

Dati nel piano una retta d e un punto F ¢ d, si dice parabola di
fuoco F e direttrice d il luogo dei punti del piano equidistanti da

F e dad.

asse
. parabola .
[ e *

Y

| vertice

K direttrice

Caratteristiche del grafico di una parabola i
L'equazione y = ax? + bx + ¢ rappresenta una parabola con asse parallelo all’asse y.

* se a <0, la parabola ha la
concavita rivolta verso il
basso.

* La parabola di equazione
y = -2x*+1 ha la concavita
rivolta verso il basso, perché
a=-2<0.

Caratteristiche del grafico | Disegno ESEMPI

La concavita: y=axtbxtc * La parabola di equazione

* sea > 0, la parabola ha la Y . y = x?-4x ha la concavita
concavita rivolta verso ) f rivolta verso l'alto, perché
I"alto; a>0 / a=1>0.

Il vertice e I'asse di
simmetria:

* il vertice ha coordinate:

b b
V(—z' f <_2_a>>
In aIterAnativa:

s

* |'asse di simmetria ha
equazione:
b

X=—5g

y=f(x)=ax’ +bx+c

b

s y
2a: i

La parabola di equazione
y = x?-2x-3 ha vertice nel punto

V di ascissa:
— _L — _i =1

v 2a 2

L'ordinata del vertice si calcola
sostituendo 1 al posto di x
nell’equazione della parabola:

y,=12-2-1-3=-4
Il vertice e quindi V(1, -4).

Il fuoco e la direttrice:

e il fuoco & il punto di
coordinate:

b 1-A
F<_2a’ 4a )

dove A = b? — 4ac

* |a direttrice ¢ la retta di
equazione:
1+A
4a

fuoco- b O
F(_L ﬁ] :
2a’ 4a -~

direttrice

La parabola di equazione
y = x? -2x -3 ha il fuoco nel punto
di ascissa:

X, =x,=1
e ordinata:
1-A
Yr= T4 T
C1-[(2)-4-1-(3)] 15
B 4.1 T4
Il fuoco € quindi:
15
Fl1, -—
-3

La direttrice € la retta di equazione:
_1+ [(-2)?-4-1-(-3)] _ 17
4.1 T4
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Punti d’intersezione di una parabola con I'asse x

Equazione associata

Data la parabola di equazione y = ax? + bx + ¢, |'equazione associata ax? + bx + ¢ = 0 fornisce
le ascisse degli eventuali punti dove la parabola interseca I'asse x.

[

m v

La parabola interseca l'asse x
in due punti distinti, le cui ascisse
sono le soluzioni dell’equazione.

A>0,a>0

ESEMPIO

La parabola di equazione

y = x?-2x -3 interseca l'asse x
in due punti distinti perché
A=16 > 0.
x?-2x-3=0=x,=-1ex,=3.
I punti d’intersezione con I'asse x
hanno coordinate (-1, 0) e (3, 0).

La parabola & tangente
all'asse x in un punto la
cui ascissa € la soluzione
(doppia) dell’equazione.

Ma-0a0f
O|*1= %
VvV X
% /

O| x,=x, x

A=0,a<0

ESEMPIO

La parabola di equazione
y = Xx’-4x +4 é tangente
all’asse x perché A = 0.
Poiché x?-4x+4 =0 =
=>x-2)’=0=>x=2

il punto di tangenza e

(2, 0).

1

La parabola non interseca
I'asse x in alcun punto
(infatti I'equazione non ha
soluzioni reali).

Voo 4 |
y|A<0,a>0 Y| A<0,a<0
S 0, S
V X
vV .
O X /

ESEMPIO

La parabola di equazione

y = x>+ x+ 1 non interseca
I'asse x perché A = -3 < 0.

Posizioni reciproche tra una retta e una parabola

Retta e parabola

Detto A il discriminante dell’equazione risolvente il sistema tra
I'equazione di una parabola e quella di una retta non verticale:

* la retta € esterna alla parabolase A < 0
* |a retta & tangente alla parabolase A =0
* |a retta & secante la parabolase A > 0

Y

"'k

=
/0 (0]
b=

v

Tangenti alla parabola passanti per il punto P(x,, y,)

P esterno alla parabola

y_y0=m(X_X0)
y =ax? +bx +c

Le tangenti sono due e i loro coefficienti angolari
si determinano imponendo che sia nullo il
discriminante dell’equazione risolvente il sistema:

P appartenente alla parabola

La tangente € unica e il suo coefficiente
angolare e dato dalla formula:

m=2ax0+b




Lezione

BN Completa la seguente tabella.

Passi del procedimento

Determinare il vertice, I'asse di simmetria, il fuoco e la
2

direttrice della parabola di equazione y = — :—2 —x—6.
Determina i coefficientia, b, ¢ 1 b B
dell’equazione della parabola. a=—TP=m =
Determina le coordinate del vertice, -1 X
ricordando che: V=TT = e V= Ty XY 6 12 6=...

o b (b)Y A
V=T v = 2a)  4a

Quindi V(...., ..).

In alternativa yy = - ——————= ...

Determina l'asse di simmetria, cioé:

b
- X= ..
X 2a
Determina le coordinate del fuoco, 1— .. B
sapendo che: Xp =Xy = ..;)F ) ( 1 ) .....
F ol =08 Quindi F(...., ....) 12
2a 4a

Determina la direttrice, cioé:
1+A

V="

Completa le seguenti tabelle in cui ti guidiamo a determinare I'equazione di una parabola,
con asse di simmetria parallelo all’asse y, che soddisfi le condizioni assegnate.

Passi del procedimento

Determinare I'equazione della parabola avente vertice V(1,0) e
passante per P(—1,4).

Scrivi l'equazione della
generica parabola con asse di
simmetria parallelo all’asse y.

y=ax>+bx+c
Per trovare il valore dei tre parametri g, b e ¢ abbiamo quindi
bisogno di altrettante equazioni dipendenti da questi
parametri.

Imponi il passaggio per P.

Sostituisci nella generica equazione della parabola le coordinate
diP: 4=a(-1)*+b(—1)+c=>a—b+c=4

Imponi il passaggio per V.

div: . —a(. )’ 4+b(.)+c=a+b+c=0

Imponi la condizione
sull’ascissa del vertice.

La terza equazione si ottiene ricordando la formula relativa
all’ascissa del vertice, ossia:

b
= — — 1
xv 2a
Imposta il sistema formato _
dalle tre equazioni trovate e a-b+c=4 a=1
risolvilo. a+b+c=0 _ h—
b
. c=..
2a
Concludi. La parabola cercata ha quindi equazione:
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Passi del procedimento Determinare I'equazione della parabola passante per A(—2,0),
B(1,1) e C(0,3).

Scrivi I’equazione della y=ax>+bx+c
generica parabola con asse di | Per trovare il valore dei tre parametri a, b e ¢ abbiamo quindi
simmetria parallelo all’asse y. | bisogno di tre equazioni dipendenti da questi parametri.

Imponi il passaggio per 0=a(-2)*+b(-2)+c
A, B, C. 1=a(1)?>+b(1)+c
..... —a(..)*+b(.)+c
Imposta e risolvi il sistema 0=a(-2%+b(-2)+c 4a—-2b+c=0 a= ..
composto dalle tre equazioni. 1= a(1)> +b(1) +c = atbic=1 ~Jp=
..... —a(..)*+b(.)+c c=3 c=3
Concludi. La parabola cercata ha quindi equazione y = ...,

I8 Completa la seguente tabella in cui ti guidiamo a determinare la posizione reciproca tra una retta e
una parabola e a calcolare le coordinate degli eventuali punti di intersezione.

Passi del procedimento Determinare la posizione reciproca tra la retta e la
parabola di equazioniy = —xey = 2x2 —4x + 1.

Poni a sistema le equazioni della retta e della y=—x

parabola. y=2x>—4x+1

Calcola I'’equazione risolvente del sistema. Utilizzando il metodo del confronto ottieni:

Essendo un’equazione di secondo grado si
possono verificare tre casi:
e se A >0 ci saranno due soluzioni reali Calcola il discriminante dell’equazione risolvente:
e distinte, quindi la retta e secante; )
e se A = 0 ci saranno due soluzioni reali e A=D"—dac= ..
coincidenti, quindi la retta ¢ tangente; Il discriminante € positivo, quindi la retta &
e se A < 0l'equazione risulta impossibile e la parabola
quindi la retta ¢ esterna alla parabola. | " p )

Determina le ascisse dei punti d’intersezione I due punti d’intersezione hanno ascissa:
tra le due curve risolvendo I'equazione trovata. b+ VA —bh— VA
XN =—m=.. e Xp=—T7—=..
2a 2a
Calcola le ordinate dei punti d’'intersezione. Sostituisci le ascisse trovate nell’equazione della
retta (o della parabola):
Vi=—X1=.. € Yo=—X2= ..
Concludi. Laretta e .. la parabola e i punti di
intersezione tra le due curve sono (..., ...) e (..., ...).

Il Completa la seguente tabella in cui ti guidiamo a determinare le equazioni delle rette tangenti a
una parabola passanti per un punto assegnato.

Passi del procedimento Determinare le equazioni delle rette tangenti alla
parabola y = x> — 1 passanti per il punto P(0, —2).

Scrivi l'’equazione della retta generica y—(-2)=m(x—0)=py = .

passante per il punto P.

Poni l'equazione della retta a sistema y=x*—1

con I'equazione della parabola { B =x2-1l=mx-2=x>-mx+..=0

e calcola I’equazione risolvente. V= s

Imponi la condizione di tangenza, ossia | A=b>—4ac=0=m?> - .. =0

A=0. m=_.=m==._.

Sostituisci i valori ottenuti Le due rette tangenti alla parabola sono quindi:

nell’equazione della generica retta per P. y=4..x—2 e y=—..x—-2




Lezione Circonferenza ed ellisse
& 9 A Sintesivisuale

Circonferenza

Circonferenza

Si dice circonferenza di centro C e raggio r il luogo dei punti del
piano la cui distanzada C e r.

It I

Equazione in forma normale

Equazione dati il centro e il raggio

L'equazione della v Un’equazione A -
circonferenza algebrica di secondo S (,z) (,if.)
P(x.y) (L2702

+

di centro C(x,, y,) grado del tipo:
e raggio r e: x> +y*+ax+by+c=0

(X=X P2+ (y-y)2=r2 cona,beceR b

rappresenta una 2
: . circonferenza se
O Xq X

2

—C
e solo se vale: ;
a’+b*-4c=0 0 a =

N

Posizioni reciproche tra una retta e una circonferenza

Retta e circonferenza
L

Detto A il discriminante dell’equazione risolvente il sistema tra F
A=0
)
L]

I'equazione di una circonferenza e quella di una retta: .
(tangente) =" .

* la retta € esterna alla circonferenza se A <0
* |a retta é tangente alla circonferenza se A =0 ‘(ﬁs;;)me)
* |a retta e secante la circonferenza se A > 0 e

’ A <& X
(esterna)
Tangenti passanti per P(x,, y,) &
Esistono se P € esterno alla circonferenza (due tangenti) o se vi appartiene (una tangente).
|

P é esterno alla circonferenza P appartiene alla circonferenza

Le rette tangenti si possono determinare La retta tangente si pud determinare
con due metodi: tramite il seguente metodo geometrico:
* si impone che sia nullo il discriminante * sj scrive I'equazione della retta
dell’equazione risolvente il sistema formato passante per il punto P

dall’equazione della circonferenza e e perpendicolare vt
dall’equazione della generica retta passante alla retta CP.

per P;
* si impone che la distanza del centro della Ca
circonferenza dalla generica retta passante

per P sia uguale al raggio. P

N.B. Il secondo metodo & di solito preferibile o X
perché richiede meno calcoli.




Ellisse

Lezione 9 Circonferenza ed eIIisse‘

Si chiama ellisse il luogo dei punti del piano per cui &€ costante

la somma delle distanze da due punti fissi, detti fuochi.

Caratteristiche di un’ellisse

a’+c?=p’=c=4b*-a°

e Fuochi

IFl(O, —\jbz—az); FZ(O, bz—az)I

. =g N ————— rt
« Eccentricita appartengono

Proprieta Equazione e grafico
¢ Vertici e assi > >
Y . Xy _
A,(-a, 0); A,(a, 0) = A,A, e |'asse maggiore a—2+b—2—
B,(0, —b); B,(0, b) = B,B, € I'asse minore
O . . a>b>0 A
¢ Relazioni tra i parametri ) y o
semilasse semidistanza
b>+c?=a’=c=+a’-b? maggiore  B,(0, b) focale
¢ Fuochi Alla, 0} ' b a,/ o ol
J(-a, = Ayla,0)
N [ appartengono
¢ Eccentricita aﬁgsse xg :
semidistanza focale ¢ semiasse  |B,(0, -b)
e = . - == minore
semiasse maggiore a
¢ Vertici e assi R R )
A,(0, —b); A,(0, b) = A,A, & I'asse maggiore X_2+_2 Sl Y1 a0, b)
B,(-a, 0); B,(a, 0) = B,B, & |'asse minore a b focale
* Relazioni tra i parametri O<a<h \ b

. |B,(a, 0) X

semiasse
minore

P allasse y semia;se
_ semidistanza focale _ ¢ maggiore %0, -b)
semiasse maggiore b
Posizioni reciproche tra una retta e un’ellisse
Retta e ellisse
Detto A il discriminante dell’equazione risolvente il sistema tra yﬂ
I'equazione di un’ellisse e quella di una retta: _— P ;
* la retta & esterna all’ellisse se A < 0 (tangente) ‘é:tgma)
e |a retta é tangente all’ellisse se A =0
* la retta e secante all’ellisse se A > 0 _
7 ! , -
A>0\ .
(secante) t +

Tangenti all’ellisse

r

Esistono se P & esterno all’ellisse (due tangenti) o se appartiene all’ellisse (una tangente).

P e esterno all’ellisse

Le rette tangenti si possono determinare
imponendo che sia nullo il discriminante
risolvente il sistema formato dall’equazione
dell’ellisse e dall’equazione della generica
retta passante per P.

P appartiene all’ellisse

La retta tangente all’ellisse in P(x,, y,) ha

equazione:
X% Yo
a’ b?

=1




Lezione Funzioni esponenziali
o= l . -,
& 11 A Sintesi visuale

Potenze con esponente razionale o irrazionale

negativo

Potenza Definizione ESEMPI

con esponente un a’=1 VaeR,cona=0 40 =1

numero intero m at=a Va €eR (2)t=2

non negativo ar=a-a- ... - a VaeR,conm>1 13 1 1 1 1
m volte (5)=555=§

con esponente un m 5 \? 2

numero intero am= (%) VvaeR,cona0emeN-{0} (J_g) = (%) = %

m

m
con esponente un a"=4%a" VaeR,cona=>0em,neN-{0}

irrazionale positivo ha significato a condizione che a > 0.

numero razionale m 1Yn 2 15 s 1
non nullo an:(—) VaeR,cona>0em, neN-{0} 55=(—)= =
a 5 25
con esponente a” conmeR"-Q* (x + 1)“"3“ ha senso per

x >-1.

con esponente ar"conmeR - Q"

irrazionale negativo | ha significato a condizione che a > 0.

(x - 3)""° ha senso per
X > 3.

Funzioni esponenziali

Funzione esponenziale
Funzione di equazione y =a*, cona>0ea = 1.

_/

asintoto 7 o X X X
orizzontale

e La funzione ha come dominio
R e come immagine R*.

e Il semiasse negativo delle x
asintoto orizzontale.

e Il grafico interseca I'asse y nel
punto di coordinate (0, 1).

e La funzione ¢ strettamente
crescente:

X X
X, <X, a <a?2Vx, x,€ER

e La funzione ha come dominio
R e come immagine R*.

e Il semiasse positivo delle x &
asintoto orizzontale.

e Il grafico interseca l'asse y nel
punto di coordinate (0, 1).

e La funzione é strettamente
decrescente:

X X
X, <X, a*r>a2vx, x,€ER

asintoto 4 X
orizzontale
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11 C Esercizi da svolgere

Scrivi le seguenti potenze sotto forma di radicale.

NN 37 2 [P
-1 25\4
S =
Bt a (3)
[ <§> (6 K30
Scrivi le seguenti espressioni sotto forma di potenza con esponente razionale.
af 1
7 m
o 3 V2
Co Pl i 5
v 12 BV
Determina per quale valore di x hanno significato le seguenti potenze.
G L—x)" B
EE 3-x [x < 3] m<x+1> [-1<x<1]
V2
A (425 [-2 <x<2] _2-3x 2
( : 1z 2 +x+1 X<3
B8 2+2x+1)7" [x # —1] EE (x* —6x24+9x)" [0<x<3Vx>3]
Semplifica le seguenti espressioni utilizzando le proprieta delle potenze.
V2
K 3532 [37] 26| (2 : zl—ﬁ) 2 [4]
B 28.2¢ [16] ]
V3 V2
21 R 219 27| <3z_¢§) 3+2} . (3\&‘) 2 [27]
3 o i
)3 27 _ _
A [(v2)] 2%] B [(s.5) ﬁ} . H
A&l (27:25%)° [64] i 25
B (32)°: (3% [9] VAR
< g |(27)"] -2 8]
B3 (5*:5%)-5° [5] i

Determina per quali valori del parametro k le seguenti funzioni esponenziali risultano stretta-
mente crescenti.

El] y=(k+1) [k > 0] EAy=kx-1) [k < —V2Vk> V2]
. 1 Ey= K -k+1) [k <O0Vk>1]

EX y=(2-2k {k<-2} _(2 x )
EAy= (K +2) vk € R]

Determina per quali valori del parametro k le seguenti funzioni esponenziali risultano stretta-
mente decrescenti.

B y=k+1) [-1<k<0] E y=(2-3k* E<k<%]
EA y=(k+1) [Zk € R] B - (2 -3)"
[2<k<—V3VV3<k<2



o A Equazioni e disequazioni esponenziali
l . -,
& 12 A Sintesi visuale

Equazioni esponenziali

Equazione esponenziale

Un’equazione si dice esponenziale quando l'incognita compare

nell’esponente di almeno una potenza.
¥ 1

Equazioni esponenziali elementari Equazioni riconducibili alla forma

f(x) = g9(x)
a=bcona>0ea=1: aro = a¥x
e se b > 0 ammette un’unica soluzione; a™ =g cona>0ea=1 e equivalente
e se b <0 e impossibile. all’equazione:
ESEMPI ’ fx) =9(x)

ESEMPI
. (%)Xz 4 ha come unica soluzione x = -2 221 _8 5 221_23 42y _1=3=x=2
3

e 5¢= 0 & impossibile -25X=5\/§=52":52=2x:%=x:%
e 3* = -1 e impossibile

Disequazioni esponenziali

Disequazione esponenziale

Una disequazione si dice esponenziale quando l'incognita

compare nell’esponente di almeno una potenza.
1

Disequazioni esponenziali elementari

Disequazioni riconducibili alla

a*>b e b si pud riscrivere come potenza di a: forma a'® > a°®)

ese b>0 e 0<a<1 equivale a una La disequazione a™ > g9*;
disequazione di verso opposto tra gli ese 0 <a<1equivale a f(x) < g(x);
esponenti; e se a > 1 equivale a f(x) > g(x).

ese b>0 e a>1 equivale a una disequazione Con analoghi ragionamenti si risolvono le
dello stesso verso tra gli esponenti; disequazioni in cui compare un simbolo

e se b<0 & impossibile o sempre verificata. diverso da >.

Con analoghi ragionamenti si risolvono le ESEMPI 1

disequazioni in cui compare un simbolo 0 231 5 X2 = 2315 222 o

diverso da >. =>3x—1>2x+%=>x>%

ESEMPIO s 1 3« 1! 1%~

el X = o —_— — —_— —_—
(2 <16 (2] < (2] 54 5] 5= <) -
=52x-1>2-x=>x>1

Interpretazione grafica

Se l'equazione (disequazione) presenta sia termini esponenziali sia termini algebrici la si pud
interpretare graficamente, in modo da stabilire se ammette soluzioni e, in caso affermativo,
“localizzare” le soluzioni (gli intervalli dove & verificata).

ESEMPIO

Risolviamo la disequazione 2* + 2x*> - 4 > 0.

La disequazione & equivalente a 2* > — 2x? + 4.

Le soluzioni si possono interpretare come le ascisse dei punti

in cui il grafico della funzione y = 2* & al di sopra della parabola
y = -2x’ + 4. Dalla figura possiamo vedere che la disequazione &
soddisfatta per:

X<ovx>lcon-2<aoa<-1




Lezione

Completa le seguenti tabelle in cui ti guidiamo a risolvere alcune equazioni esponenziali.

il Passi del procedimento Risolvere I'equazione 5* - 25*1 = /5%,
Riconduci I'’equazione alla 5%.25%1 = /5% Equazione data
forma a’™ = g8, 5% (Sz)x_lz (57*) Ricordando la definizione di potenza
con esponente razionale
5%. 52001 — 5 Proprieta della potenza di una potenza
5% 2(x=1) — 5o Proprieta delle potenze relativa al prodotto
di potenze con la stessa base
Passa all'uguaglianza tra gli | Uguaglia gli esponenti dell’equazione:
esponenti e risolvi _ _
liequazione f(x) :g(x) X..... Z(X — 1) = ... =X 2X—2= .. B T
Concludi. La soluzionee x = ....
BA [passi del procedimento Risolvere I'equazione 22* —3.2¥ — 4 =0.
Poni = 2~ Si ha t? = 2 e quindi I'equazione diventa:
..... -3t—-4=0
Risolvil'equazionedi | -3t-4=0=(t—..)(t+..)=0=
secondo grado f— 1=
nell’'incognita t. == B
Rimpiazza 2* a f erisolvile | Ottieni 2* = -1V 2* = ..
due equazioni ottenute. e 2= —1=1'"equUazione & ...
e 2X=_ =>x= ..
Concludi. La soluzioneex = ........

EEN Completa la seguente tabella in cui ti guidiamo a risolvere graficamente un’equazione esponen-

ziale.

Passi del procedimento Interpretando graficamente la seguente equazione, stabilire il
numero delle sue soluzioni e, per ciascuna soluzione, determinare
un intervallo di lunghezza unitaria cui essa appartiene:

2x-2=x

Rappresenta il grafico Tracciamo il grafico delle funzioniy = 2* — 2 ey = x:

della funzione esponenziale |

y =2*—2edellarettay = x. 1

A
14+
o Ll
/1 x
B
0 2 . i e o

Le soluzioni dell’equazione Come puoi osservare I'equazione ha due soluzioni:

sono le ascisse dei punti e una ¢ positiva e, come puoi facilmente verificare anche per via

d’intersezione dei due grafici. algebrica, corrisponde a X = ...

e l'altra € un NUMETO ... compreso tra ... € ...
Concludi. L SOIUZIONI SOTIO ..o sesssssssssssssssssssss s




Lezione 12 Equazioni e disequazioni esponenz_

Completa le seguenti tabelle in cui ti guidiamo a risolvere alcune disequazioni esponenziali.

3x—1
/2
Passi del procedimento Risolvere la disequazione <—> <y 3

9
Riconduci la disequazione < < 2) ----- ) 3x-1 ( 2 )
f(x) g(x) -5 <|5 Ricordando la definizione di potenza
alla forma <@ 3 3 con esponente razionale
2 ....(3)(71) 2
<?> < (g) Proprieta della potenza di una potenza

La disequazione ottenuta Risolvi la disequazione tra gli esponenti ricordandoti di cambiare

¢ equivalente a una . 2
djsequazjone tra gh il verso perChe ? < ..
esponenti:
e conlostessoverso | (BX = 1) > e = e
sea>1;
e con verso contrario
se0<a< 1.
Risolvi quindi f(x) > g(x).
Concludi. L’'insieme delle soluzioni della disequazione ¢ x > ...
L5 Passi del procedimento Risolvere la disequazione 2% — 9. 2% + 8 < 0.
P q
Poni t = 2*. Si ha 12 = 2~ e quindi la disequazione diventa:
_____ -9r+8<0

Risolvi la disequazione
di secondo grado |
nell'incognita t.

Rimpiazza 2* a t e risolvi Ottieni 1 < 2* < .., cioé 20 < 2% < 2~
le disequazioni ottenute. Passando alla disequazione tra gli esponenti si ha la soluzione
della disequazione originaria: 0 < x < ...

Concludi. L’insieme delle soluzioni della disequazione e 0 < x < ....

Wl Completa la seguente tabella in cui ti guidiamo a risolvere una disequazione esponenziale frazio-

naria.
Passi del procedimento Risolvere la seguente disequazione frazionaria:
8 —2*
<0
3x—1—
Studia il segno del numeratore | ¢ Segno del numeratore:
e del denominatore, andando a X
e 8—2*>0=
cercare quando sono positivi.
e Segno del denominatore
3F—1>0= ..
Costruisci la tabella dei segni
per determinare le soluzioni 0 T -
della disequazione frazionaria. segno di (8 — 29 - w0 e X
segnodi (3*—1) - 0 + +
x )
segno di 2;721 gli (I)
Concludi. La disequazione ¢ soddisfatta quando la frazione e negativa o
nulla, quindi le soluzioni sono ............ VA
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12 C Esercizi da svolgere

Risolvi le seguenti equazioni esponenziali riconducibili alla forma a"*) = g9,

Bl 3*=-9 2]
2= % [-3]
JOR
4| (%)Xz 0 [Impossibile]
A (;) - 4
6 =6 H
WA 24 =32 [1]
R 32 = % (4]
KX 2+2 - 2 {_ ;]
i 423 =0 3]

Risolvi le seguenti equazioni esponenziali eseguendo opportune sostituzioni.

P 3%+l —3%2 418 =0 (1]
Pill 3.2x—8.2v2=1 [0]
EA] 51 424 = 5¢1 [1]
PE] 52 -6.5*+5=0 [0, 1]
Bz 3> -3 =6 1]

il 0125-2* =2 {%]
16 3
m 243 = 2x=2 |:?:|
3 NEA TS 3]
3 9
3/2x
14] @ — (32"‘1)‘%' [-S5]
2x+1 . 4x 1 3
g =@ h]
m-——> -1 2
VAx . o1-2x -l
: 1 3
VX V25 = — {——]
m \/g 7
1
2x-3 __ E—
iH 2 IV =
(19| §¥-3x  5x-2 _ _g [Impossibile]
P 52¢ — 5xt2 L 5xtl _ 125 —0 [2]
P 4v-5.2-24=0 [3]
B3l 2> —-7.2*-8=0 3]
x+1 —X _ -
B 2t 4y2x=3 =1, 0]
2 1
x+1 | & al-x ==
B 3 4 o =3 { 2]

Interpretando graficamente le seguenti equazioni, stabilisci il numero delle loro soluzioni e,
per ciascuna soluzione, determina un intervallo di lunghezza unitaria cui essa appartiene.

Ed 2x-1=1-x
Ell 2-3=—x
B 1=
2
EEl 3*+2=4-x2
1\* )
EQ > =1-x
2
==
35 p
1
X _
Eq 2 =

[1 soluzione compresa fra 0 e 1]

[x =1 e 1 soluzione compresa fra —2 e —1]

[x = —1 e 1 soluzione compresa fra O e 1]

[1 soluzione compresa fra —2 e —1 e 1 soluzione compresa fra O e 1]

[x =0 e 1 soluzione compresa fra 0 e 1]

[1 soluzione compresa fra —1 e O e 1 soluzione compresa fra 1 e 2]



Lezione 12 Equazioni e disequazioni esponenz_

Risolvi le seguenti disequazioni esponenziali riconducendoti a disuguaglianze tra potenze
aventi la stessa base.

4
E¥Xd 3> 81 [x>4] [ v2x < 41 x>§}
1 x+2 2X+4
2 L 2 5
ED 5 < 4 A m (@) N
1
EX (g) <1 [x > 0] PT) 43+ . pxtl <% [x < —2]
1\'_ 1 V3 37
Em(—)<— k>3 Bl V3 < Yo
3 27 \/ﬁ 11
m 22> 16 [x > 6] EI 2x+4_3220 [XEH
2\* _
42 (?) <0 [Impossibile] ] 93 — 9l < 0 {x<%
m oy:L SRR - EXLECR v 6vas 1
7 7<)t 3 m (L) e Lvxs2
72. 7<72X+1 x<—§ n < [x<1vx>2]
- 2 1 x—6 ,%
E}'jsx.sz’fg,/% ngé @8"2<?> {zﬂ
- 3: .
ry /3 > 9xtl X< —— 56 Y > 4x-1 {x<—}
= = 4 2x+1 = -7
isolvi le seguenti disequazioni esponenziali eseguendo opportune sostituzioni.
g q P g PP
32 31+3* <4 x < 1] 7] 32r—-28.-3*+27>0 [x <0Vx >3]
E 2+ 422253 x>-1 [Ee¥+er-2<0 [x < 0]
X X
1 72-8.7+7>0 [x<Ovx>1] 64 <%>+<%>—2<0 [x > 0]
[ 5242 - 265 +25<0 [Impossibile]  FIF 4*—17.2*+16>0 [x<O0vx>4]
Bl 4 +2-2>0 x>0 @3 231 415.22x 8.2 >0 x> —1]
Risolvi le sequenti disequazioni frazionarie.
g q
2
N ) 1-2%
Bl — 1 >0 [x > 2] mm>0 [-3<x<-1VvO0<x<1]
1 — 7x+1 xX—2
ST St A _ _ — < <
B 50120 [2<x<-1] N s <0 K<OVI<x=<2]
23x—1_4 1 x+2 2 x+1_7
Risolvi i sequenti sistemi di disequazioni. X
g q | 0
<
52 -6-5*+5>0 - 2%
73 OIS0 vcovx>1y A 8TE [x > 3]
(0,1*< 100 1
1) = ? < 0,5
8
2x+1+§_1720 <2x_1)<3_3x)>0
X
74 <\/§>X<i [x>4] 3 2(&) P [0<x<1]
3 9

Problemi e modelli

EZd Una colonia & composta inizialmente da 100 batteri. L’evoluzione della popolazione di batteri ¢ de-
scritta dalla funzione y = 20 - (2! + 21+2), dove y ¢ il numero di batteri presenti nella colonia dopo t
ore dall’istante iniziale. Dopo quanto tempo i batteri presenti nella colonia saranno 400?  [2 ore]
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Funzioni logaritmiche
& 13 A Sintesi visuale

x=logb e a =b
il logaritmo in base a di b
€ 'esponente da dare
ad a per ottenere b

ESEMPI

cona>0eax#1leb>0

L
base del
logaritmo

log, 8 = 3 perché 2°=8; log, 1 =0 perché 7° =1

argomento del

logaritmo

Proprieta dei logaritmi

Proprieta In simboli

ESEMPI

Logaritmo di

un prodotto log,(bc) =log,b + log,c

Vb € RY, c e R*

log,20 =log,(4 - 5) =
=log,4 + log,5 = 2 + log,5

Logaritmo di

una potenza log,(b%) = ¢ - log, b

Vb eR', ceR

log,9 = log,3? = 2log,3

Vb € R*, c e R*

IogB% =log,7 - log;3 =log,7 — 1

Logaritmo di b B
un quoziente | 9% ¢ ~109.b —log,c
Cambiamento _ log.b
di base log, b = Tog. 2

Va,b,ceR',a=1,c#1

Funzioni logaritmiche

Funzione logaritmica

Funzione di equazione y =log,x, cona>0ea # 1.

[

|

-y .

. y=log,x
asm;oto Pd 0<a<1
verticale

(@)

log, x,

log, x,

e La funzione ha come dominio R* e come
immagine R.

e Il semiasse positivo delle y € asintoto
verticale.

e Il grafico interseca I'asse x nel punto di
coordinate (1, 0).

X, < X,  log,x, >log, x, Vx,, X, € R

e La funzione & strettamente decrescente:

verticale.

asintoto
verticale

e La funzione ha come dominio R* e come
immagine R.
¢ Il semiasse negativo delle y & asintoto

e Il grafico interseca I'asse x nel punto di
coordinate (1, 0).
e La funzione €& strettamente crescente:

X, < X, < log, x, <log,x, Vx,, X, € R*




Lezione Funzioni goniometriche e trigonometria

@ 15 A Sintesi visuale

Funzioni goniometriche

Dato un angolo o in posizione normale e indicato

P il punto d’intersezione del secondo lato g

dell’angolo con la circonferenza goniometrica, " P

chiamiamo: Bgreeen Y

* seno di o l'ordinata di P; A (1,0)
e coseno di o I'ascissa di P; X, o) X

e tangente di o il rapporto tra I'ordinata
e l'ascissa di P.

Funzioni goniometriche di angoli notevoli

o 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360°
i 1 2 V3 _
sin o 0 > 5 > 1 0 1 0
V3 N2 1
CoS o 1 > > > 0 -1 0 1
tan o 0 g 1 V3 A 0 2 0

Relazioni tra seno, coseno e tangente

Relazioni fondamentali

Prima relazione fondamentale: —
sino + cos?a = 1 cosa =Vl - sin‘a
A
Seconda relazione fondamentale: . . 1 - co2a
sino Ssina = +v1 — cos“a
tano =——
cos o
w w
ESEMPIO
. 3 = . A
Sapendo che sino =+ e 5 < o < w si ha:
572 ——
-~ ™~
coso<0etana <0 P L —
Quindi: / N3 "
9 a4 1 <
- A_sng=_[|1_2 __4 =1y -
coso =—-v1 —sin = 1 T '-. o) ,'¢X
\\ ll.,-’
3 \\ //'
sin o 5 3 B 4
tano=——-=—"—=-—=> e
cos o 4 4
5




Lezione 18 Funzioni goniometriche e trigonomet_

Grafici delle funzioni goniometriche

e Il dominio € R;

e & periodica di periodo 2x;

e interseca l'asse x in infiniti
punti di ascissa x = kx;

e & dispari;

e ha come immagine
I'intervallo [-1, 17;

e ha massimo in tutti i punti

di ascissa x = % + 2kn e
minimo in tutti i punti di

ascissa x = %n + 2k,

e Il dominio € R;

e & periodica di periodo 2x;
e interseca l'asse x in infiniti
.- . T

puntl di ascissa x = 5+kn;

e € pari;

e ha come immagine
Iintervallo [-1, 17;

e ha massimo in tutti i punti
di ascissa x = 2kn e
minimo in tutti i punti di
ascissa x = m+ 2km.

Teoremi sui triangoli rettangoli

Primo teorema [ In formule

In un triangolo
rettangolo la misura di
un cateto € uguale a
quella dell'ipotenusa
moltiplicata per il seno
dell’angolo opposto al
cateto o per il coseno
dell’angolo acuto
adiacente al cateto.

Funzione tangente

"

| B
y| o Ex=

:;X:%ﬂ:

A

:X}%;

e Il dominio éR - §+k:r; :

e & periodica di periodo =;

e interseca l'asse x in infiniti
punti di ascissa x = kr;

e & dispari;

e ha come immagine R;

e ha infiniti asintoti verticali di

. . T
equazioni x = 5+ k.

A ¢ B

b=a-sinBob=a-cosy
c=a-sinyoc=a-cosf

Secondo teorema

In un triangolo rettangolo
la misura di un cateto e
uguale a quella dell‘altro
cateto moltiplicata per la
tangente dell’angolo
opposto al primo cateto o
per la cotangente
dell’angolo acuto
adiacente al primo cateto.

¢ B

c-tanBob=c-coty
=b-tanyoc=>b-cotp

h

w

ESEMPIO

Risolviamo un triangolo
rettangolo sapendo che
b=6¢ep=30°.

Gli angoli acuti di un
triangolo rettangolo sono
complementari quindi:
v=90° - 30° = 60°
Ricaviamo c utilizzando il
secondo teorema:
c=btany=6V3
Determiniamo a mediante il
primo teorema:
b=asin30° =

b =12

= 3= Sn30e
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Completa le seguenti tabelle in cui ti guidiamo a convertire le misure di angoli.

il Passi del procedimento Convertire: Convertire:
la misura di 12°42'58" la misura di 14,352°
in gradi decimali in gradi, primi e secondi
Per convertire i gradi, 12°42/58" = 14,352° = 14° +0,352° =
primi e secondi in gradi —=12°4+42 + 58" = =14°+0,352. ... =
decimali (o viceversa) 1\ T
ricorda che: —12°4+42. <_) + 58 (e )~ | Per la [2]
1\ t 60 =14°+21,../=14°+21'4+0,../ =
1 = <_> e perla[1] = 14° + 21’ + 0, ..... .60 =
60 ~12040,..°4 .0 =
1" = Ly 1 imand la calcolatri perte 121
= 13600 [1] | approssimando con la calcolatrice =14°+21' + .." =
=12,..° ~ 14°21'.."
1°=60"e1 = 60" [2] 1

approssimando con la calcolatrice

21 Passi del procedimento Convertire: Convertire:
la misura di 105° in radianti la misura di % radianti in gradi
Per C.onvert.n.re le n}isu{e 105° = angolo in gradi S angolo in radianti
degli angoli in radianti o 15
gradi ricorda che: , T n 180°
T = 105°- — = perla[3] =—. = perla[4]
—° — 3 180 15 JT
Orad = O 180° [3]
. 180° = Eﬂ: angolo in radianti = angolo in gradi
0° = Opaq - [4]

IEE¥ Completa la seguente tabella in cui ti guidiamo a semplificare espressioni contenenti funzioni go-
niometriche di angoli notevoli.

Passi del procedimento Semplificare le seguenti espressioni:

a.v/3sin (%) —tan (%) + ﬁcos(%) —+V/3tan (%)

b. 2sin (%) cos (%) — Cos (%) tan (%) 4 %

Ricorda i valori noti delle funzioni Dopo aver opportunamente convertito le misure da
goniometriche relativi agli angoli N . B L L L S
hotevoli: radianti a gradi, ossia i 30°, 7= e 3= utilizza i
valori noti della tabella accanto ottenendo:
o sina coso, tana
. T T T T
0° 0 1 0 a. V3sin() -~ tan () + V3cos(3) - V3tan() =
1 V3 V3 1 V3 = .
0 — 22 2 =V3 =———+V3I ——V3 .. =..
30 2 2 3 2 3
. V2 V2 7 11 b1 7 1
45 - - 1 b.2sin (Z) Cos (Z) — COs <E> tan (€> + 5=
.3 ] V2 V31
60 == b V3 = o T 3 + 5=
90° 1 0 ND




I one Interesse e montante
& 16 A Sintesi visuale

Interesse e tasso di interesse

Interesse, capitale e montante

Si chiama interesse, e si indica con la lettera I, il compenso che il
creditore richiede per accordare il prestito. Il denaro che genera
I'interesse viene chiamato capitale e si indica con la lettera C. La somma
di capitale e interesse viene definita montante e si indica con la lettera
M. In simboli:

Ho= &+ L

Montante Capitale Interesse

w

Tasso di interesse

L'interesse maturato per ogni unita di ESEMPIO

capitale in una unita di tempo; si indica Se in un anno un capitale

con la lettera /. In simboli: C = 3000 euro ha fruttato un
T » interesse I = 150 euro, il tasso di
! =E interesse annuo / &€ uguale a:

Il tas_so di interesse viene solitamente j= ﬁ= 0,05 = 5%

dato in forma percentuale. 3000

Regime di capitalizzazione semplice

Regime di capitalizzazione

semplice
Quando l'interesse I & direttamente ESEMPIO
proporzionale al capitale C e al Un capitale di 10000 euro viene investito al tasso
tempo £, secondo la costante di annuo semplice del 5,5% per due anni.
proporzionalita espressa al tasso Determiniamo l'interesse e il montante.
d’interesse J; in simboli: » Osserviamo che:

I'=Cit C=10000euro i=5,5% = 0,055 t=2 anni
Ne segue chg: Dunque:

M=C(1 +it) ]

I=Cit=10000-0,055-2=1100 euro

Il fattore (1 + it) € detto fattore di
capitalizzazione semplice. M=C(1+it)=10000(1 +0,055-2)=11100 euro




Regime di capitalizzazione composta
Quando gli interessi maturati vengono reinvestiti in modo da generare a loro volta

interessi.

Lezione 16 Interesse e montar_

Regime di capitalizzazione composta

Montante per tempi interi Montante per tempi non interi

Il montante M generato dal capitale C in
un tempo di t anni al tasso composto i &:

M=C(1+i)t
Il fattore (1 + /)t & detto fattore di
capitalizzazione composta.

Il montante M generato in un tempo
di n anni pit una frazione propria

f di anno al tasso composto i (nella
convenzione esponenziale) e:

M= C(1 + i)™

w

ESEMPIO
Un capitale di 16 000 euro viene investito
per 8 anni al tasso annuo composto del
7%.
Quindi il montante é:
M=C(1+i)f=16000(1+0,07)® ~
~ 27490,98 euro
Ne segue che:
I=M-C=27490,98 - 16000 =
=11490,98 euro

Tassi equivalenti

Capitalizzazione frazionata

ESEMPIO

Un capitale di 35000 euro viene investito al
tasso annuo composto del 4,5% per 4 anni
e 9 mesi. Trasformiamo il tempo in anni:

L'..l

n

4 annie 9 mesi=(4+£—g) anni =%anni

f

Quindi il montante é: .

M= C(1 + i)™ = 35000(1 +0,045) 4 ~
~ 43139,03 euro

Quando la capitalizzazione avviene in
frazioni dell’anno, per esempio ogni
semestre o trimestre.

In questi casi viene assegnato il tasso di

interesse annuo convertibile k volte
all’anno che viene indicato con il simbolo

J,- Indicato con j, il tasso periodale

(cioe il tasso riferito alla frazione di anno
in cui avviene la capitalizzazione), vale
la relazione:

i =Jk
ko k

ESEMPIO

Un capitale di 1000 euro viene investito per 2
anni e 3 mesi al tasso di interesse annuo
convertibile del 4% capitalizzato
trimestralmente.

Poiché in un anno ci sono 4 trimestri, il tasso
4%
=1%.

di interesse periodale € i, =
Convertiamo il tempo in trimestri:

2annie 3 mesi=2-4+1=09 trimestri
Quindi M =1000 - (1 +0,01)° ~ 1093,7 euro

Tassi equivalenti Regime di interesse semplice

Se, in un dato N In questo regime gli interessi non generano interessi, quindi il tasso
regime finanziario, eriodale equivalente al tasso annuoj e i, = L

due tassi di P q K™ g

interesse applicati | |

allo stesso capitale Regime di interesse composto

e per lo stesso _ - ) : : -
tempo, producono Dato il tasso di interesse annuo /i, I'equivalente tasso periodale e
montanti uguali. N ,-k:’<1+,-_1_

Dato il tasso periodale i, I’'equivalente tasso annuo € j = (1 + /)" - 1.




Lezione

m

BN Completa la seguente tabella in cui ti guidiamo a trasformare il tempo in anni.

Passi del procedimento

Trasformare i seguenti tempi in anni (secondo la convenzione
dell’anno commerciale):

a. 2 anni e 3 mesi;

b. 1 anno, 2 mesi e 6 giorni;

c. 3 anni, 4 mesi e 10 giorni;

d. 2 anni, 3 mesi e 12 giorni.

Per determinare il tempo
in anni utilizziamo la
convenzione dell’anno
commerciale in base alla
quale un anno viene
considerato formato da
12 mesi di 30 giorni
ciascuno.

Determina il tempo in anni:

. . 1\ .. .
a.2 anni e 3 mesi = <2+ ..... ﬁ) _Tanm
e
mesi in un anno
b.1 anno, 2 mesie 6 giorni= (1 + L+ L = ... anni
. , g =(1+.. T 360 ) =
e ——
mesi in giorni in
un anno un anno
c. 3 anni, 4 mesi e 10 giorni = | 3 + LJr L = ...anni
. , g =(3+.. 7T 360 ) =
d.2 anni, 3 mesi e 12 giorni = + L+ L = ...anni
* ’ g B R B 12 360 """

Completa le seguenti tabelle in cui ti guidiamo a risolvere problemi sul regime di capitalizza-

zione semplice.

Passi del procedimento

Un capitale di 14 000 euro viene investito al tasso annuo
semplice del 4% per 3 anni, 4 mesi e 15 giorni.

a. Determinare l'interesse;

b. determinare il montante.

Supponendo poi che alle stesse condizioni di tasso e di
tempo un capitale generi un montante di 21000 euro:
c. determinare il capitale iniziale;

d. determinare l'interesse.

commerciale.

Determina il tempo in anni
utilizzando la convenzione dell’anno

Determina il tempo in anni:

t=3anni, 4 mesie 15 giorni = (3 +i+i) =...anni

Determina l'interesse con la formula:

a. Determina l'interesse:

I =Cit I=Cit=14000-0,04- .. = s euro
Determina il montante sommando tra | b.Determina il montante:
loro il capitale e I'interesse. M=C+I=14000+ ... = ... euro
Conoscendo il montante, determina il | c. Determina il capitale:
capitale utilizzando la formula inversa M 21000
della legge di capitalizzazione C= 1o~ 15004 i euro
semplice, ossia: +it TO0%
M
14t
Determina l'interesse sottraendo al d. Determina l'interesse:
montante il capitale. I=M—-C=21000— ...~ ... euro




Lezione 16 Interesse e montante‘

Passi del procedimento

Un capitale di 23 000 euro, investito in regime di interesse
semplice per 4 anni, 4 mesi e 12 giorni, ha prodotto un
montante di 26 013 euro.

a. Determinare il tasso di interesse annuo percentuale.

Supponendo poi di ottenere lo stesso montante dallo stesso
capitale con un tasso annuo semplice del 4,5%:

b. determinare per quanto tempo il capitale € stato investito.

Risolvi la formula
M = C(1 + it) rispetto a i,
verificando che:

. M 1
i= (7—1)'7

Sostituisci quindi i valori noti,
dopo avere trasformato il
tempo in anni.

a. Esprimi il tempo in anni:

t =4 anni, 4 mesie 12 giorni = <4 + i—f— i) = e anni

Determina il tasso di interesse:

M 1 26013
| = — —_—= [ — . — — 0,
TN N B ’

Osserva che avresti potuto determinare il tasso anche
calcolando preliminarmente l'interesse (I = M — C) e

I
utilizzando poi la formulai = —.

Ct
Risolvi la formula b. Determina il tempo in anni:
M = C(1 +it) rispetto a t, M 1 26013 1 .
verificando che: t= <T - 1) T (23 000 1) TS anni

M 1
b= (?”) =

e sostituisci i valori noti.

Trasforma il numero decimale
in anni, mesi e giorni.

La parte intera del risultato ottenuto rappresenta gli anni, ossia

mesi = (2,9111 —....) - 12 = 10,9333 mesi
La parte intera del risultato ottenuto rappresentaimesi, ossia.....
giorni = (10,9333 — ....) - 30 = ..... giorni

Completa le seguenti tabelle in cui ti guidiamo a risolvere problemi sul regime di capitalizza-
zione composta.

Passi del procedimento

Un capitale di 20 150 euro viene investito al tasso annuo
composto del 5,3% per 5 anni, 4 mesi e 18 giorni.

a. Determinare il montante;
b. determinare l'interesse.

Supponendo poi che alle stesse condizioni di tasso e di tempo
un capitale generi un montante di 24 650 euro:

c. determinare il capitale iniziale.

Dopo aver espresso il tempo
in anni, determina il
montante con la formula:

a. Esprimi il tempo in anni:

4 18
t =5 anni, 4 mesie 18 giorni = (5 +—+ —) = anni

M =C(1+i) Determina il montante:
M=C(1+ i)t: 20150-(140,053) """~ e, euro
Determina l'interesse b. L’'interesse €:
sottraendo al montante il I=M—-C= ... —20150 = ..., euro

capitale.

Conoscendo il montante,
determina il capitale
utilizzando la formula inversa
della legge di capitalizzazione
composta, ossia:

M
(14i)

c. Determina il capitale:

M 24
C= = 650 i, euro
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C  Esercizi da svolgere

BN Completa la seguente tabella sull’esempio della seconda riga.

Tasso d'interesse Tasso decimale Punti base
percentuale
2% 0,02 200
3,5%
0,0725
0,015
480

A Completa la seguente tabella sull’esempio della seconda riga.

In anni In mesi In semestri | In trimestri In quadrimestri
& 360 30 180 90 120

8 settimane

30 giorni

100 giorni

20 settimane

2 anni e 6 mesi

1 anno, 2 mesi,
15 giorni

EEN Test. 11 grafico della funzione che esprime, in regime di capitalizzazione semplice, il montante M
in funzione del tempo t, dati il capitale C e il tasso di interesse i, €:

una semiretta

un arco di parabola

la parte contenuta nel primo quadrante del grafico di una funzione esponenziale
[D] nessuna delle risposte precedenti

Risolvi i seguenti problemi sulla capitalizzazione semplice.

N Un capitale di 10 000 euro viene investito al tasso annuo semplice del 3,5% per 2 anni, 8 mesi e
22 giorni. Determina l'interesse e il montante. [ =954,72 euro; M = 10 954,72 euro]

IEl Un capitale di 34 000 euro viene investito al tasso annuo semplice del 7% per 3 anni, 5 mesi e
7 giorni. Determina l'interesse e il montante. [ =8177,94 euro; M = 42 177,94 euro]

I3 Un capitale di 5000 euro viene investito al tasso annuo semplice del 5,5% per 4 anni, 6 mesi e
15 giorni. Determina l'interesse e il montante. [ =1248,96 euro; M = 6248,96 euro]

A Un capitale, investito al tasso di interesse annuo semplice del 2,5% per 2 anni, 4 mesi e 18 giorni,
ha generato un montante di 12 600 euro. Determina il capitale iniziale e I'interesse.
[C =11891,47 euro; I = 708,53 euro]



Lezione

Lo sconto

Sconto e valore attuale
== | . -,
& 17 A Sintesi visuale

S = C - %4
= = =
Sconto Capitale Valore attuale

Differenza tra il valore nominale (capitale) e il valore attuale. In simboli:
= V=C-5

Regime di sconto commerciale

Lo sconto S_ relativo al capitale C, a
un tasso di sconto d e a un tempo di
anticipazione t e:

b 4

S, = Cdt
Il valore attuale é:

V=C-S,=C(1-dt)

Regime di sconto razionale

Lo sconto S, & uguale all'interesse
che la somma scontata V
produrrebbe se venisse impiegata,
in regime di interesse semplice, per
un tempo t uguale a quello di

v

ESEMPIO
Lo sconto commerciale relativo al valore
nominale di 2000 euro scontato al tasso di
sconto annuo del 4,5%, 5 mesi e 10 giorni
prima della scadenza é:

S.=Cdt=2000- 0,045 - (i+ H) =40 euro

12 360

Il valore attuale e:

V=C-5_=2000-40=1960 euro

v

anticipazione. In formule:
S, =Vit
Il valore attuale é:
_C
1+it

v

ESEMPIO

Un debito di 10000 euro viene pagato 6 mesi
prima della scadenza. E applicato uno sconto
razionale e il tasso di interesse annuo € del
5,5%. La somma scontata é:

_ C _ 10000
1+t

c ~ 9732,36 euro
1+0,055 - —
12

Lo sconto é:
S5,=C-V=10000-9732,36 = 267,64 euro

Regime di sconto composto

Lo sconto S_ e uguale all'interesse
che la somma scontata V
produrrebbe se venisse impiegata,
in regime di interesse composto, per
.| un tempo t uguale a quello di

"| anticipazione. In formule:
S,=VI(1+i)-1]
Il valore attuale é:

v-—C _ca+iy

@+

b 4

ESEMPIO

Un debito di 12000 euro viene estinto 8 mesi e
4 giorni prima della scadenza. Il credito viene
scontato con sconto composto al tasso di
interesse annuo del 5%. La somma scontata é&:

V= 1C.t= 12002 2 ~11609,66 euro
+1 S
T+ 140,081z 50
Lo sconto é:

S,=C-V=12000-11609,66 = 390,34 euro




Lezione 11 Sconto e valore attue_

Equivalenza finanziaria

Equivalenza finanziaria

In un dato regime finanziario, a un tasso /, i due capitali C, e C,
disponibili in tempi diversi t, e t, si dicono equivalenti se i loro valori,
riferiti @ uno stesso tempo t, sono uguali.

ESEMPI

1. Problema dell’unificazione dei capitali
Dobbiamo pagare due debiti, il primo di 7000 euro che scade tra 3 anni e il secondo di
12000 euro che scade tra 4 anni. Il tasso € del 4% composto. Decidiamo di estinguere
entrambi i debiti tra 2 anni. Determiniamo quale somma dovremo pagare.

Spostiamo i capitali indietro nel tempo, in t = 2. Per il principio di equivalenza finanziaria,
il capitale incognito C deve essere uguale alla somma dei valori attuali, al tempo t = 2,
dei capitali C, e C,.

0 1

[\ IR

Otteniamo: C = 7000(1 + 0,04)™* + 12000(1 + 0,04)? ~ 17 566,57 euro

2. Problema della scadenza media
Dobbiamo riscuotere tre crediti, concessi al tasso di interesse annuo composto del 5%:
5000 euro tra 2 anni, 8000 euro tra 3 anni, 10000 euro tra 4 anni. Determiniamo la
scadenza media di questi crediti, cioe il tempo in cui € equivalente riscuotere la loro somma.

Osserviamo che la somma dei tre crediti & C = 5000 + 8000 + 10000 = 23000 euro.

Sia t la scadenza media incognita in cui riscuotere la somma di 23 000 euro.

Imponiamo che la somma dei valori attuali al tempo ¢t = 0 dei tre crediti sia uguale al valore
attuale al tempo t = 0 del capitale di 23000 euro.

Cio si traduce nella seguente equazione nell'incognita t, che risolviamo:
5000(1 + 0,05)-% + 8000(1 + 0,05) + 10000(1 + 0,05)*=23000(1 + 0,05)* = t ~ 3,2 anni

3. Problema della sostituzione dei pagamenti
Per estinguere un debito dobbiamo pagare 20000 euro tra 3 anni. Possiamo estinguerlo
anche in due rate uguali, la prima da pagare alla fine del secondo anno e la seconda da
pagare alla fine del quarto. Il tasso composto & del 3%. Determiniamo l'importo della rata.

Imponiamo che il valore attuale al tempo t = 0 del capitale C = 20000 euro sia uguale alla
somma dei valori attuali al tempo t = 0 delle due rate di importo incognito R da pagare ai
tempit=2et=4.

N
o
-o N

o
o

-

2>

-
o]

-

tempo

o -
—
N
w —
g

Cio si traduce nella seguente equazione nell’incognita R, che risolviamo:
R(1+0,03)%+R(1+0,03)*%=20000(1 +0,03)3 = R ~ 9995,63 euro
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Completa le seguenti tabelle in cui ti guidiamo a risolvere alcuni problemi sullo sconto com-
merciale.

il Passi del procedimento Per I'estinzione anticipata oggi di un debito di 13 000
euro che scade tra 1 anno e 2 mesi viene applicato un
tasso di sconto commerciale annuo del 2,7%.
Calcolare lo sconto praticato.
Dopo aver espresso il tempo in anni, 1 2 . 1 2 . .
determina I'importo della somma t=1annoe2mesi= {1+-7Janni=.. anni
scontata utilizzando la formula: Determina l'importo della somma scontata:
V=C(1-df) V=C(1—dt)=13000-(1— 0,027 o...) oo euro
Determina lo sconto praticato come | Determina lo sconto:
differenza fra I'importo del debito e
la somma scontata. Sc=C—-V=13000— ... = euro
(2

Passi del procedimento

Un debito viene estinto 4 mesi e 18 giorni prima della
scadenza. Sapendo che lo sconto praticato € stato di
470,25 euro e che e stato applicato un tasso di sconto
commerciale annuo del 5,2%, determinare I'importo
del debito e la somma scontata.

Dopo aver espresso il tempo in anni,
determina l'importo del debito
utilizzando la formula:

t =4 mesi e 18 giorni = i—ki anni = ... anni
- SO = { 75" " 360 o

Determina l'importo del debito:

Sc
“=ur _ S _ 47025 euro
=t 0052 .. D e,
Determina la somma scontata come | Determina la somma scontata:
differenza fra 'importo del debito e VeCoSm o, 470,25 — 23120,89 euro

lo sconto praticato.

Completa le seguenti tabelle in cui ti guidiamo a risolvere alcuni problemi sullo sconto razio-
nale e sullo sconto composto.

Passi del procedimento

Un debito di 4600 euro viene pagato 8 mesi e 20 giorni
prima della scadenza in regime di sconto razionale.

a. Calcolare la somma scontata supponendo un tasso
annuo del 4,85%.

b. Se la somma scontata, a parita di debito e di tempo,
fosse di 4250 euro, determinare il tasso annuo di
interesse.

Dopo aver espresso il tempo in anni,
determina l'importo della somma
scontata utilizzando la formula:

C

V= -
1+it

a. Esprimi il tempo in anni:
t = 8 mesi e 20 giorni = + 20 nni = ... anni
= esie20g = |17 T 360 )20 = -
Determina l'importo della somma scontata:

C 4600

Vv T 1+0,0485- .. IR euro

C
1+it
rispetto a i, verificando che:

, C 1
1= (7—1) T

Sostituisci quindi in tale formula i
valori noti.

Risolvi la formula V =

b. Determina il tasso annuo di interesse:

i C . 1 /4600 .
“\v t ~ \ 4250




